Úvod - Fourierova transformace


Jelikož přesná definice Fourierovy transformace se v různých zdrojích mírně liší, zabývejme se nejprve definicí použitou v tomto článku. Podle J.Fouriera je možné periodickou funkci s periodou 2(/( rozložit na řadu trigonometrických polynomů, kterou pro spojitou funkci můžeme vyjádřit např. ve tvarech


� VLOŽIT Equation.2  ���


Z tvaru pro spojitou funkci vycházíme při aproximaci diskrétních funkcí. Je-li funkce dána tabulkou funkčních hodnot v ekvidistantních bodech xs=2(s/m, kde s=0, 1, .. (m-1), můžeme ji aproximovat polynomy


� VLOŽIT Equation.2  ���


Zde x ( <0, 2(). Je-li m liché, pak L=(m+1)/2, (=0, je-li m sudé, pak L=m/2 a (=1/2. Pro koeficienty Ak, Bk, Ck přitom platí:


�
� VLOŽIT Equation.2  ���


Oba tvary výpočtu Ck jsou ekvivalentní, při výpočtech pomocí počítače se používá většinou druhý uvedený. Speciální tvar koeficientů A0 a B0 vyplývá z toho, že coskx0=1 a sinkx0=0.





 Urychlení algoritmu pomocí rotační transformace


Vidíme, že při výpočtu koeficientů se používá hodnota sinu a cosinu se stejným argumentem. Pokud xs chápeme jako úhel, který určuje souřadnice bodu [cosxs, sinxs] na jednotkové kružnici, pak k je násobek tohoto úhlu. Vektor [cos(kxs), sin(kxs)] se tedy postupně otáčí o úhel xs. Z jiného pohledu, kdy k považujeme v dané chvíli za konstantu a měníme s, roste argument kxs o stejný úhel díky tomu, že body xs jsou ekvidistantní (viz výše). Později si ale ukážeme, že výhodnější je měnit napřed k pro dané s. Jestliže tedy pro s=0 nebo k=0 je coskxs=1 a sinkxs=0, pak stačí spočítat cos x1 a sin x1 a další hodnoty počítat pomocí rotační matice:


� VLOŽIT Equation.2  ���� VLOŽIT Equation.2  ���,


kde ck,s=coskxs, sk,s=sinkxs. Názorně vidíme situaci na obrázku 1. Pokud známe "úhel" x1, můžeme rotací vektoru [cosx1, sinx1] získat souřadnice vektoru s dvojnásobným úhlem. To při naší formulaci úlohy s ekvidistantními uzly znamená jak výpočet přírůstku v sumě dalšího koeficientu Ak+1, Bk+1, Ck+1   od stejného bodu xs, tj. zvětšením k, tak výpočet přírůstku v sumě aktuálního koeficientu od následujícího bodu xs+1.


 Algoritmus výpočtu diskrétní Fourierovy transformace


Při výpočtu diskrétní Fourierovy transformace (DFT) jsou možné dva přístupy. Buď můžeme ze všech známých funkčních bodů spočítat nejprve první koeficient a po dokončení výpočtu prvního koeficientu počítat druhý, pak třetí atd., nebo můžeme nejprve spočítat pro všechny koeficienty přírůstky v sumě od prvního bodu a pokračovat dalšími. Druhý uvedený způsob má výhodu v tom, že nemusíme předem znát funkční hodnoty ve všech bodech, musíme pouze vědět, kolik jich bude. Hodnoty funkce tedy mohou přicházet postupně např. z nějakého měřícího zařízení a přitom lze počítat DFT bez jejich ukládání. Tento způsob výpočtu si tedy podrobněji vysvětlíme, pro první uvedený způsob výpočtu  bychom postupovali zcela obdobně. Jelikož reálné i komplexní koeficienty se mohou počítat podle v podstatě stejného algoritmu, stačí vysvětlit výpočet reálných koeficientů.


Protože x0=0, můžeme pole koeficientů A inicializovat hodnotou f(0) (f(0)cos0=f(0)) a pole koeficientů B hodnotou 0 (f(0)sin0=0). Poté vypočteme a uložíme hodnotu cosx1 a sinx1. To budou zároveň počáteční hodnoty prvků rotační matice. Dále budeme potřebovat dvojice proměnných pro aktuální hodnotu sinu a cosinu. Při výpočtu koeficientů pro jednu funkční hodnotu postupně násobíme vektor [cos sin] rotační maticí, až spočteme přírůstek v sumě pro všechny koeficienty. Použili jsme tedy rotační matici


� VLOŽIT Equation.2  ���.


 Pro další funkční hodnotu ovšem potřebujeme rotační matici jiného úhlu, a to


� VLOŽIT Equation.2  ���.


 Změníme tedy (opět rotační transformací) prvky rotační matice, tzn. k aktuálnímu úhlu, o který rotační matice otáčí vektory, přičteme uložený úhel x1. Pak pro výpočet přírůstku v sumě použijeme tuto novou rotační matici. Takto zpracujeme všechny funkční hodnoty. Nakonec násobíme koeficienty hodnotou 2/m, kde m je počet bodů xs.


Protože při zpětné (inverzní) DFT provádíme v podstatě stejné operace jako při výpočtu koeficientů trigonometrických polynomů - DFT, můžeme s malými úpravami algoritmus DFT použít i pro inverzní DFT.


 Urychlení


Urychlení se může lišit v závislosti na aproximaci funkcí sin a cos různými překladači. Údaje o testech jsou pro počítač SUN ultra 250 uvedeny v tab. 1 (průměrné hodnoty). Testy byly provedeny pro signály se třemi druhy průběhů: sin, obdélníkový a pilový. Vidíme, že na druhu signálu nezáleží, mírné odlišnosti mohly být způsobeny např. při předávání zpráv po síti. Urychlení je zde skoro šestinásobné. Na osobním počítači s procesorem AMD 5x86, překladač Boralnd C 3.1, je urychlení přibližně trojnásobné. Při testech se do celkové doby započítaval ještě režijní čas jako generování vstupního signálu apod., chyba by ale měla být menší než jedno procento. 


 Možnosti paralelizace


Algoritmus je možné paralelizovat několika způsoby. Jednou z možností je, že každé vlákno úlohy počítá část koeficientů Ak, Bk nebo v oboru komplexních čísel Ck, tzn. k ( <p,q). Potom každé vlákno spočítá cosx1, sinx1, cosxp a sinxp a pak se postupuje podle popsaného algoritmu.


 Aplikace algoritmu na rychlou Fourierovu transformaci


Popsaný algoritmus je možné použít i pro rychlou Fourierovu transformaci (FFT), ale nepřináší podstatné urychlení, podle výsledku testů kolem 3%. Navíc je výpočet méně přesný (ztráta přibližně dvou desetinných míst v dvojnásobné přesnosti IEEE). Pro FFT je totiž výhodné spočítat hodnoty sinů a cosinů předem, uložit je a tyto hodnoty pak při výpočtu používat. Proto při vzájemném násobení původně malá chyba roste. Protože při celkovém počtu operací představuje počáteční výpočet sinů a cosinů jen malé procento, není ani výsledné urychlení velké, viz tab. 2.  Paralelizace výpočtu hodnot sinů a cosinů je možná (např. každé vlákno počítá cos a sin xk, kde k=n+iN, kde n=0, 1, ... N-1 a N je počet vláken), ale neměla by velký smysl. Princip FFT je uveden např. v [1].


 Závěr


Popsaný algoritmus je vhodný zejména pro výpočet DFT, kde přináší několikanáso
